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s t r a e t A lo e a lly e o n v e x s p a e e 15 s a id t o b e a G 就e a u x d ife
r e n tia b ility s p a e e (G D S )
p r o v id e d e v e ry e o n tin u o u s c o n v e x fu n
e t io n d e fi n e d o n a n o n e m p ty
c o n v e x o p e n s u b se t D
o f th e s p ac
e 15 d e n se ly G a te a u x d ife
r e n t ia b le in D
.
T h is p a p e r s how
s th a t t h e p r o d u e t o f
a G D S a n d a fa m ily o f sePar a b l
e
Fr 6
e he t s p ac e s 15 a G D S
, a n d t hat th e P
r o d u e t o f a G D S
a n d a n a r b it ra ry lo e a lly e o n v e x sP a e e e n d o we d w it h th
e
we ak t
o p o lo g y 15 a G D S
.
K e y w o
r d s C o n v e x fu n
e t io n
,
lo e a lly e o n v e x s p ac
e , G at e a u x d ife
r e n tia b ility s p a e e
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1 In t r o d u e t io n
T h e stu d y o f th e d ife
r ent ia b ility Pr o p e r tie s o f e o n ve x fu n e tio n s o n in fi n ite d im e n s io n a l
s p a e e s ha s e o n tin u ed fo r a lm o s t s e v e nt y ye a r s sin e e M a z u r
’5 in tr ig u in g 1 9 3 3 wo
r k [lj
.
B a se d o n
A sp lu n d
’5 Co n t r ib u tio n [2 ]
,
N a m io厄
a n d P h elp 。[3 ] e st a b lishe d the e o n e e p t 。f (w
e a k ) A
s p lu n d
s p a e e s (t h




r e n tiab le o n a d e n s e G o s u b s e t)
.
Sin e e th e n
,
m a即
a ehieve m ent s have
b e e n a tta in e d in
this fi eld (
















T he G 。p r o p e r ty 15 a u t o m a tie fo r R 乙ehe t d ife









sh o w tha t fo r G 汽te a u x d ife
r e n tia b ility
,
it 15 d efi n ite ly a n a d d itio n a lr e q u ir em e n t
.
T he r e fo r e
,
in 19 7 9 L a rm a n a n d P help s [1 1 ] int r o d u e e d the n o tio n o f th e G 汽t e atix d i价
re nt ia b ility s p a e e
(G D s
, S e e a 一5 0 D e 且n itio n 1
.
2 ) an d g av
e a c ha rac te r iz at io n fo : G D s〔“}
.
xn the Iat e e ig狱ie s o f






p r o p o sitio n 6
.
5 1
sh o w e d tha t the p r o d u e t o f a G D S a n d th e r e al lin e
15 a G D S
.
T h e n e w im p o r ta n t d e v e lo p m e n t in this fi le d 15 C he n g a n d Fa b i
a n , 5 2 0 0 1 w o r k [‘2 ] (
se e




A ft e r 9 0
’5 o f the la st e e n t u ry
,
p e o p le m a d e m a n y efo
r ts fo r in ve s tig a tin g
d ife
r e nt iab ility b
e h av io r o f e o nv
e x fu n e tio n s a n d its aPPlie a tio n s in g e n e r a l B a n a ch sP a e e s a n d
lo e a lly e o n v e x s p a e e s (








T h e aim o f th is p a p e r 15 t o e x te n d C he n g
一
Fa b i
a n , s
the o r em [1 2 ] t o lo e a lly e o nv
e x s p a e e s
.
N ow w
e r e e a ll s o m e d efi n itio n s w h ie h w ill b e u s ed in th e s e q u e l
.
I R e e e ive d S
ep te m b e r 2 3
,
2 0 0 2 : r e v is e d s ep te m b e r 1 5
,
2 0 0 3
.
S u p p o r te d 勿 t h
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in the s eq u e l
.
n e fi n itio n 1
.
1 [7] A C o nv
e x fu n e t io n f d e且n ed o n a n o n e m p ty o p e n Co n v e x s u b s e t D o f
X 15 s aid to b e G 汽te a ux d ife
re n tia b le a t x 〔 D
,
p r o v id e d the r e e x is ts x
*
任 X
* s u eh that
lim
亡一 0 + }
f(
x 十勿)一 f(x )
艺




fo r e a eh 夕 任 X
.
n e fi n it so n 1
.
2 {1 4! A lo e a lly e o n v e x sp a e e x 15 e a lle d a G 就e aux d i旋
re n tia b ility s p a e e
(G D S ) if
e v e r y e o n tinu
o u s e o
nv
e x fu n e tio n d efi n ed o n a n o n e m p ty e o n v e x o p e n s u b s e t D o f X
15 d e n s ely G ate a ux d i价
r e n tia ble in D
.
It 15 e as y t o s e e th a t if X 15 a G D S a n d (li
n e a r
) i
s o m o r p h ie t o y
,
th e n Y 15 a ls o a G D S
.
T h is Pap
e r m a in ly sh o w s th e fo llo w in g th e o r em s
.
T h e o r e m 1
.
3 L et X b e a G 蕊te a u x d ife
r e nt ia b ility sp a e e a n d Y b e th e p r o d u e t fl
。。滩
Ea
o f a fa m ily o f s ep a r a b le R 6 ehe t sp a e e s (i
.
e
. , e o m p le te m e t r iz a b le Io e a ly e o n v e x sp a e e s)
.
T he n
X x Y 15 a ls o a G 么t e aux d ife
r e n tia bility sPa e e
.
T h e o r e m 1
.
4 L e t X b e a G 就 e a ux d ife
r ent ia b ility sp a e e a n d (丫 。) b
e a n ar b it r a ry
lo e a lly e onve
x sp a e e e n dow
e d w ith the w eak t
o p o lo gy
.
T h e n X x (丫 、) 1
5 a ls o a G 汽te a ux
d ife
r ent ia b ility sP a e e
.
B e fo r e s t a r tin g th e Pr o o f o f the m a in the o re m s
,
w e r e q u ir e s o m e P re Pa rat io n s
.
Z G 就e a u x D ife
r e nt ia b ility o f C o nv
e x R i n e tio n s
In th is se e tio n w e w ill sh o w s o m e re s u lts r ela te d t o G 应t e a ux d ife
r ent ia b ility o f e o nv
e x
fu n e tio n s o n th e lo e a lly
e o
nv
e x sPajc e X
.
D e fi n itio n 2
.
1 S u p P o s e th a t f 15 a e o nt inu
o u s e o
nv
e x fu n e tio n d efi n ed o n a n o n em Pty
o Pe n e o nv
e x s u b s e t D o fX a n d that A 15 a s u b s e t o fX
.
W 七s盯 that f i
s G 就 e a u x d ife
r e n tia ble
r ela tiv e t o A a t x 〔 D
,
if the r e e x ists x
*
〔 X
* s u eh th a t
lim
亡一 0 + }
f(
x + 切)一 f( x)
t




fo r e a eh 夕任 A











fo r e a eh , 任 A
.
n e n n itio n 2
.
2 [‘3 ] i) A
re a lva l
u e d fu n e tio n f d efi n e d o n a n o n 色m p ty s u b s e t D o f X 15
s a id t o b e lo e a lly Lip s eh it z ia n o n D ifth e r e 15 a e o nt inu
o u s s e m in o r m 尸 s u eh th at fo r e a eh Po in t
x o 任 D the r e e x is t a n eig hb o r h o o d U o f 劣 0 a n d L > 0 s a tisfy in g
}f(, )一 f(
x








e fu n e tio n f 15 s a id to b e Li邵ch itz ia n o n D if it 15 lo c a lly L ip sch it z ian
o n D an d L
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P r o p o sitio n 2
.
3 {1 3
, p ‘o p l
,
2} s u p p o s e th a t f 15 a e o n v e x fu n e t io n d e fi n e d o n a n o n em p ty
e o n ve x s u b s e t D o f X
.
If f 15 e o nt in u o u s a t s o m e P o in t o f D
,
the n it 15 lo e ally L IPs ehit z ia n o n
D
.
P r o P o s it io n 2
.
4 S u p p o s e th a t f 15 a e o n tin u o u s e o n v e x fu n e tio n o n a n o n em P ty e o n ve x
o Pe n s u b s e t D o f X a n d A 15 a s u b s e t o f X
.
If f 15 G at e a u x d ife
r e n tia b le r ela tiv e to A a t
x 任 D a n d sPa n A 15 d e n s e in X
,
th e n f is G 么te a ux d ife
r e n tia b le a t x
.
P r o o f S in e e f is G 乙te a u x d ife







x + ty ) + f (




fo r e a e h , 〔 A
.
W 已 n e e d o n ly sh o w th a t (1) 1
5 t r u e fo r a ll夕 任 X
.
L e t C = e o (A U (一A ))
.




r s t sh o w th a t f iS G 么te a u x
d ife
r e n tia b le r ela tiv e t o C a t x
.
In d e ed
, e a eh p o in t y o f C e a n b e e x p r e s s e d as 夕 = 艺几
1入, x
, ,
w he r e th e 入、
’5 a re n o n 一 n e g a tiv e r e a l n u m b e r s s u eh th a t 艺几
1入‘ = 1





fo r : > O
,







s u eh tha t




L e t 占=
f(x + t x
,
) + f(x 一 tx
:
















。 / f (
x + 亡军) + f (









入* {f(x + t x
,
) + f(x 一 tx
,
〕一 2 厂(x 〕1
吸







5 G ate a u x d ife
r e n tia ble r e la tive t o sp a n A a t x
.
N e x t
,
we
sh o w th a t f 15 G ate a肛 d ife
r e n tia ble a t x
.
If n o t
,
the n th e r e e x ists y 任 X s u eh
tha t
f(
x + 勿) + f(




fo r s o m e : > 0 a n d a llt > 0
.
L e t {,
。 : a 任 A } b
e a n e t in s p a n A
,
w hieh e o nv
e r g e s t o th e
T h e n
(2 )

































re e x is t a e o nt inu
o u s s e m in o rm P
,
a n e ig h b o r h o o d U o f x in D a n d s o m e L > 0 s u eh tha t
!f(
x + 功一 f(
x + z)l 三却(夕
一 司
,
fo r a ll夕
, z 任 U 一 x
.
Ta k






T he n fo r this a a n d s u fi e ie n tly





x 十 ty 。 )十 f(







x 士 t岁)一 f(











it fo llo w s tha t : < :
, a 。o nt r a d ie tio n
.
39 8 A C T A MA T H E MA T IC A SC IE N T IA 、几〕1
.
2 5 S e r
.
B




p r o p
,
2 ”1 s u p p o s e that f 15 a c o n tin u o u s e o n ve x fu n e tio n o n a n o n
-
e m P ty o Pe n e o n ve x s u b s e t D o f X
.
T he n th e r e 15 a e o n tin u o u s s e m in o r m P s u eh th a t fo r eac h
工 〔 D th e r e e x is t a 介L IPs eh itz e o n v e x fu n e tio n 9 a n d a n e ig hb
o rh o o d U o f x in D s u e h th a t
f 二 9 in U.
P r o P o sit io n 2
.
6 A lo e a lly e o nv
e x sPa e e X 15 a G D S if a n d o n ly if e v e ry e o nt in u o u s
e o n ve x fu n e tio n f o n X is G 应t e a ux d i旋
r e n tia b le a t so m e P o in t o f X
.
P r o o f T h e n e e e s sity 15 Pla in
.
W 晓e o n e e nt r a te o n the e o nv
e r se
.
S u fi e ie n e y If n o t
,
th e n the r e e x ist a n o n em p ty e onv
e x o P e n s u b s e t D a n d a e o n tin u o u s
e o
nv
e x fu n e tio n f d e fi n e d o n D
, s u e h th at the s e t o f p o int s w he r e f is G 就 e a u x d ife
r e n tia b le
i、 n o t d e n s e in D
.
W ith
o u t 10 5 5 o f g e n e r al ity
,
w e e an as
s u m e th a t f 15 n ow h
e re G 包te a u x
d ife
r ent ia ble in D
.




fo r ea eh x o 任 D the re e x is t a e o nt in u o u s se n lin o r m 尹
, a 介
LIPs ehit z e o n v e x fu n e tio n 9 o n X a n d a n e ig hb
o r h o o d U o f x 。 in D w ith f 二 9 in U
.
W 已a ss u m e
tha t x 。 = o (If
n e c e s a r y
,
we
e a n t r a n sla te b o th D a n d 夕)
.








T he n 9 0 15 a P
一
L IPs ehitz e o nv
e x fu n e tio n o n X a n d 15 n o w h e r e G ate a u x d ife
r e n tia ble in m U
.
L e t h = 艺需
_ 1 2 一
‘几夕m
.
T he n h 15 a lo c a lly b o u n d e d e o nv
e x fu n e tio n
.
T ha t i、
,
h 15 a e o nt in u o u s
e o n v e x fu n e tio n o n X w hieh 15 n o w h e r e G 蕊te a ll x d il长)r elt ia ble in X
.
a e o n t r a d ie tio n
.
3 P r o o f o f th e M a in T h
e o r e m s
V叭〕 s ta r t w ith th e fo llow i
n g le m m a
.
L e m m a 3
.
1 L e t Y b e a s e p a r a ble Fr 6e he t s p a e e
.
T h e n the r e e x is t a d e n s e s u b s p a e e YO
o f Y a n d a n o r m 尹 o n YO s u eh th a t (Y0
,
尹) 1
5 a se p a r a b le B a n a eh sp a e e
.
P r o o f S in e e Y 15 a s ep a r a b le R 乙ch e t sp a e e (i
.
e , s e p a r a b le m e t r iz a ble Io e a lly e o n v e x
sp a e e )
,
th e r e e x is t s a s e q u e n e e {
x 。
} i
n Y w ith x 。 、 0 s u eh th a t sp a n {
x 、
} 1
5 d e n s e in Y
.
Le t
C = e o {士
二二 }
.
T h e n C is a sym m e tr ie b o u n d e d e o n vex





L e t 夕 b e the M in kow
sk i fu n e tio n a l g e n e r a ted 场 C
o n YI
.





5 a se p a rab l
e n o r m e d
sPac e
, a n d the n o r m t o P o lo g y o n YI 15 st r o n g e r th a n th e o r ig in a l Io e a lly e o nv
e x t o p o lo g y o n
Y r e s t r ie t e d t o Yl
.
L e t (Y0
,
p ) b




W 匕 s e e th a t (Y0
,
p ) 1
5 a s ep a r a ble
B a n a eh s p a e e w hieh 15 d e n s e in Y in th e o r ig in al t o Po lo g y o f y
,
W 七 r e e a ll th e fo llo w in g m a in the o r e m in !12 1
,
w h ieh 15 als o t r u e w h e n X 15 a G 汽te a u x
d ife
r e n tiab le lo e a lly e o nv
e x spac e
.
T h e o r e m 5
.
2 {1 2〕 L e t x b e a G 汽t e a u x d ife
r e n tia b ility s p a e e a n d Y b e a n a rb itr a r y
se Pa r a ble B an
a eh sPa e e
.
T h e n X x Y 15 al s o a G 么te a ux d ife
r ent ia b ility sPa e e
、
T h e o r e m 3
.
3 L e t X b e a G 就e a u x d ife
re n tiab ility
sPa e e a n d Y b e a n a r bitr a ry s ePa r a ble
R 乙eh e t s p a e e
.
T he n X x Y 15 a ls o a G 就e a ux d ife
r e n tia b ility sPa e e
.
P r o o f L e t f : X x y * R b e a e o n tin u o u s e o n v e x fu n e tio n
.






o n ly fi n d a p o in t in X x Y w h e r e f is G 五t e a u-x d ife
r ent ia b le
.








5 a s e p a r a ble B a n a eh sp a e e
.
S in e e th e to p o lo g y o f (Y0
,
尸) 1
5 st ro n g e r tha n the o r ig in a l
to p o lo g y o f YO
,
f 1
5 a lso c o nt imi








th e r e 15 a p o in t
(











脚 + t夕) + f(
二。 一 亡x
,
夕。 一 云夕)一 Zf (
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fo r e a eh (
x , , ) 任 X
x YO
.
T h a t 15
,
f 15 G at e a u x d ife
r e n tia ble r ela tiv e t o X X YO a t (
x 。 , , 。)
.
N o t e that X x YO 15 d e n s e in 犬 x Y
.





s G 就e a u x d ife
r e nt ia b le a t
(
x 。 , , 。)任 X
x
y.
L e m m a 3
.
4 5即p
o s e th at f 15 a b o u n d e d e o nv
e x fu n e tio n o n a lin e a r s p a e e X a n d
d o m f “ X
.




P r o o f If n o t
,
th e n th e r e e x is t x l






W 晓 a s su m e th a t x l = 0
a n d f (二 1 ) = O (if
n e e e s s a r y w e e a n tr a n sla te f)
.






















T ha t 15
,




w hieh im p lie s th a t f 15 u n l〕
‘。: , n d e d o n X
, a c o n t r a d ic tio n
·
N o w w e l
、
e s t a t e th e m a in the o r em s in Se e tio n 1
.
T h e o r e ; n 1
.
3 L e t X b e a G 应t e a u x d ife
re n tia b ility sp a c e a n d Y b e tlle p r o d u e t n
。。入
Ea
o f a fa m ily o f s e p a r a b le Fr 6 ehe t sp a e e s
.
T he n X x Y 15 a ls o a G 应t e a ux d ife
r e n tia b ility sPa e e
.
P r o o f L e t f : X x y * R b e a e o n tin u o u s e o n v e x fu n e tio n
.
w 匕n e ed o n ly sh o w tha t f
is G 几t e a ux d ife
re n tia b le a t s o m e P o in t o f X x Y
.
S in e e f 1
5 e o n tiilu o u s
,
it 15 lo e a lly b o u n d e d
.
T h u s
,
t he r e e x is t a fi n ite s e t F 〔 只 a n d s o m e
n e ig hb o r h o o d s U a lid Ua
o f th e o r ig in s 0 in X a n d Ea






。。 , \二 Ea
·




fo r e a c h fix
e d (
x , 。) i








15 a c o n s t a n t o n n
。 。 , \二 Ea
·
L e t 。(
x , 、) = f(
x ,
州
O n U X n
。。二 Ua
·
T he n 0 15 a c o nt in u o u s
e o
nV
e x fu n c tio n o n U X n
。 。二 Ua
·
S in c e X X n
。。r E 。 15 a g a in a G 就e a ux d ife
r ent iab ility
s p a e e
,
夕 15 G ate a u x d ife
r e n tia ble a t s o m e p o in t (









in X x n
。 。F E 。 ‘ n
。。
川 尸 E
。 , W e h av e
f (
x 。 + t x
,
军。 + t ,
,
t : ) + f(
x 。 一 云x
,
, 。 一 亡军
,
一 t : )一 Zf(





x 。 + t二
,
夕。 + t夕) + 夕(
x 。 一 tx
,
夕。 一 亡岁)一 2夕(




a s t 、 o + )
.
T h a t 15
,
f is G 几te a u x d ife
r e n tia b le a t (




w h ieh e o m p le te s th e p r o o f
.
T h e o r e m 1
.
4 L e t X b e a G 汽t e a二 d ife
r e n tia bility s p a e e a n d (丫、) b
e a n a r b it r a r y
lo o a l])
,
e 、〕了Iv o x s p a e e e n d owe d w ith th
e
we
ak t o p o lo g y T h e n X x (丫。) 1
5 a ls o a G 汽te a ux
d ife
r e l一t i; 、})ility sPa e e
.
P r o o f L e t f
:
X x (矶 曰)、 R b
e a e o n tin u o u s e o n v e x fu n e tio n
.
w 匕n e ed o n ly sh o w th a t
f is G 就e a u x d ife
r e n tia ble a t so m e p o in t o f X x (丫 。)
.
S in e e f 15 e o n tin u o u s
,
it 15 lo e a lly b o u n d ed
.
T h u s
,
the r e e x ist s o m e n e ig hb o r h o o d s U a n d
V = {

















o f th e o r ig in s 0 in X a n d (丫 。)
r e sp e e tive ly s u eh th a t f 15 b o u n d e d o n U x V
.
L e t H = 自推
1 k e r x才
.
W 匕m 盯 as
s u m e th a t th e
x
犷
’5 a r e lin e a r ly in d e p e n d ent
.
T he n Y 15 is o m o r p hie t o R
n X H
.
W 七 e a n as s u m e y = R 几 x H
.
5 0 tha t V = M
x H
,
w h e r e M 1
5 a n e ig hb o r h o o d o f the o r ig in 0 in R 几
.
B y L e m m a 3 4
。
fo r e a eh
fi x e d (
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